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Предисловие 
 
Практическое пособие «Предел последовательности и функции»  по 
математическому анализу составлено в соответствии с действующей 
программой по данной дисциплине для математических специальностей 
университетов. Пособие содержит 5  лабораторных работ по следую-
щим темам: предел последовательности: определение, свойства; предел 
и неравенства, предел функции, замечательные пределы, асимптотиче-
ское поведение функций и вычисление пределов, которые излагаются в 
1 семестре обучения. Каждая лабораторная работа содержит наборы за-
даний с примерами решения типовых задач. Нумерация таблиц и рисун-
ков – сквозная, нумерация заданий – в пределах каждой лабораторной 
работы. При составлении лабораторного практикума авторы использо-
вали литературу, список которой приводится в конце издания. Материал 
пособия подготовили А. П. Старовойтов, Г. Н. Казимиров, Ж. Н. Куль-
бакова, И. В. Парукевич. 
Практическое пособие по математическому анализу предназначено 
для организации учебного процесса дневного отделения ма-
тематического факультета по специальностям 1-31 03 01 02 «Матема-
тика», 1-31 03 03-01 «Прикладная математика (научно-
производственная деятельность)», 1-31 03 03-02 «Прикладная ма-
тематика (научно-педагогическая деятельность)», 1-31 03 06 01 «Эко-
номическая кибернетика (математические методы в экономике)». Также 
издание может быть использовано при проведении практических заня-
тий и формировании индивидуальных заданий студентам разных форм 
обучения. 
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Лабораторная работа  1 
Предел последовательности: определение, свойства 
 
Необходимые понятия и теоремы: определение числовой последова-
тельности, ограниченные и неограниченные последовательности, моно-
тонные последовательности, определение предела последовательности, 
сходящиеся и расходящиеся последовательности, свойства сходящихся 
последовательностей. 
Литература: [1] С. 81–87, [4] С. 87–111. 
 
1 Написать пять первых членов последовательности xn (таблица 1). 
Таблица 1 
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2 Выяснить, является ли последовательность na  ограниченной снизу, 
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Окончание таблицы 2 
1 2 3 4 5 6 
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4 Пользуясь отрицанием определения предела последовательности, 
доказать, что lim nn
a a
→∞
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Продолжение таблицы 5 
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Окончание таблицы 5 
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6 Формулируя определение предела последовательности, студент 
вместо фразы А сказал фразу В. Выполнить указанное задание.  
6.1 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В: «Выполняется нера-
венство nx a− ≤ ε ». Доказать, что при таком определении число 5 явля-
ется пределом последовательности 1, 1, …, 1… . 
6.2 А: «Найдется такое εN , что при n Nε≥  выполняется неравенство 
nx a− ≤ ε ». В: «Найдется такое n, что выполняется неравенство 
nx a− ≤ ε ». Приведите пример не сходящейся последовательности, ко-
торая имеет предел при таком определении? 
6.3 А: «Найдется такое Nε». В: «При всех Nε». Какие последователь-
ности будут иметь предел при таком определении? 
6.4 А: «Для любого ε > 0». В: «Хотя бы для одного ε > 0». Доказать, 
что при таком определении последовательность 2, 2, 2, … имеет предел 7. 
6.5 А: «Для любого ε > 0». В: «Для любого ε». Существуют ли после-
довательности, обладающие пределом при таком определении? 
6.6 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В: «Выполняется нера-
венство nx a− ≤ ε ». Доказать, что при таком определении число 6 явля-
ется пределом последовательности 3, 3, …, 3… . 
6.7 А: «Для любого n Nε≥ ». В: «Для любого n». Какие последова-
тельности будут иметь предел при таком определении?  
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6.8 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В: «Выполняется нера-
венство nx a− > ε». Существуют ли последовательности, обладающие 
пределом при таком определении? Если возможно, привести пример. 
6.9 А: «Для любого ε > 0». В: «Хотя бы для одного ε > 0». Доказать, 
что при таком определении последовательность ( 1)n−  имеет предел 0. 
6.10 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В: «Выполняется не-
равенство nx a− ≥ ε ». Какие последовательности будут иметь предел 
при таком определении? 
6.11 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В:  «Выполняется не-
равенство nx a− ≤ ε ». Доказать, что при таком определении число 7 яв-
ляется пределом последовательности 4, 4, …, 4… . 
6.12 А: «Для любого ε > 0». В: «Хотя бы для одного ε > 0». Доказать, что 
при таком определении последовательность 4, 4, 4, … имеет предел 10. 
6.13 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В:  «Выполняется не-
равенство nx a− ≤ ε ». Доказать, что при таком определении число 7 яв-
ляется пределом последовательности 1/n. 
6.14 А: «Для любого n Nε≥ ». В: «Для любого n Nε≤ ». Какие после-
довательности будут иметь предел при таком определении? 
6.15 А: «Для любого ε > 0». В: «Хотя бы для одного ε > 0». Доказать, 
что при таком определении последовательность ( 1)n n− ⋅  имеет предел 0. 
6.16 А: «Для любого ε > 0». В: «Для любого ε ≥ 0». Какие последова-
тельности не будут иметь предел при таком определении? Привести 
пример.  
6.17 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В:  «Выполняется не-
равенство nx a− ≤ ε ». Доказать, что при таком определении число 8 яв-
ляется пределом последовательности 5, 5, …, 5…. 
6.18 А: «Для любого ε > 0». В: «Хотя бы для одного ε > 0». Доказать, 
что при таком определении последовательность ( 1) 1n− +  имеет предел 0. 
6.19 А: «Выполняется неравенство nx a− ≤ ε ». В:  «Выполняется не-
равенство nx a− ≤ ε ». Доказать, что при таком определении число 10 
является пределом последовательности 7, 7, …, 7…. 
6.20 А: «Для любого ε > 0». В: «Хотя бы для одного ε > 0». Доказать, 
что при таком определении последовательность ( 1) 1n− −  имеет предел 0. 
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Решение типовых примеров 
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x = − , 5
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25
x = . 
 
 2.20 Выяснить, является ли последовательность na  ограниченной 






− += − . 
Решение. Поскольку 1 2 2
1 1( 1) 2nn
n na
n n
− + += − = ≤  для любого n∈Ν , то 
последовательность является ограниченной, а, значит, ограниченной 
сверху и снизу. 
Так как 3 4a a>  и 4 5a a< , видно, что определение монотонности не 




− += −  не является 
монотонной. 
 







. Указать для ε = 2; 0,01 числа Nε. 
Решение. Приведем определение предела последовательности: 
 
lim 0 : .n nn
a a N n N a aε ε
→∞
= ⇔∀ε> ∃ ∈ ∀ ≥ − ≤ εΝ  
. 

















 = − + ε 
 (так как при 1ε ≥  получим 1 1 0 − = ε 
∉Ν ), 
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Например, при 0,01ε=  последнее неравенство справедливо для чле-
нов последовательности с номерами 99, 100, …, а при 2ε=  неравенство 
верно n∀ ∈Ν . 
 










Решение.  Построим отрицание определения предела последователь-
ности: 
lim 0 : :n nn
a a N n N a a
→∞
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Б  Имеем: 
{ }
11 lim (11 0,9 )11 0,9lim
















1lim 11 lim 0,9 11 0 11














В  Имеем: 
( 1)! ( 2)! 1 ( 1)! ( 2)!lim lim
3 ( 3)! 3 ( 3)! ( 3)!n n
n n n n
n n n→∞ →∞
 + + + + +
= + = ⋅ + + + 
 
= 1 ( 1)! ( 2)!lim
3 ( 1)!( 2)( 3) ( 2)!( 3)n
n n
n n n n n→∞
 + +
+ = + + + + + 
 
1 1 1lim
3 ( 2)( 3) ( 3)n n n n→∞
 
= + + + + 
1 1 1 1lim lim 0





6.20 Формулируя определение предела последовательности, студент 
вместо фразы «для любого 0ε > » сказал фразу  «хотя бы для одного 
0ε > ». Доказать, что при таком определении последовательность ( 1) 1n− −  
имеет предел 0. 
 
Решение. Приведем определение предела последовательности. 
lim 0: : .n nn
x a N n N x aε ε
→∞
= ⇔∀ε> ∃ ∈ ∀ ≥ − ≤ εΝ  
Заметим, что последовательность ( 1) 1n− −  не сходится, так как при 
2 , ,n k k= ∈Ν  имеем lim 0nn
x
→∞
= , а при 2 1, ,n k k= + ∈Ν  lim 2nn
x
→∞
= − . 
С другой стороны, согласно определению предела последовательности, 
данному студентом, имеем: 
lim 0: : .n nn
x a N n N x aε ε
→∞
= ⇔∃ε> ∃ ∈ ∀ ≥ − ≤ εΝ  
Возьмем, например, 5ε = . При 2 , ,n k k= ∈Ν  имеем ( 1) 1 0 0 5n− − − = < . 
При 2 1, ,n k k= + ∈Ν  получим ( 1) 1 0 2 5n− − − = < . Тогда для 5ε =  и 
1Nε =  при n Nε∀ ≥  выполняется неравенство 0nx − ≤ ε . Следовательно, 
последовательность ( 1) 1n− −  имеет предел, равный нулю, при таком 
определении. 
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Лабораторная работа  2 
Предел и неравенства 
 
Необходимые понятия и теоремы: фундаментальная последователь-
ность, критерий Коши, теорема о существовании предела монотонной и 
ограниченной последовательности, число e , бесконечно малые последо-
вательности, теорема о произведении бесконечно малой последовательно-
сти на ограниченную, теоремы о пределах, связанные с неравенствами, 
частичные пределы, верхний и нижний пределы последовательности. 
Литература: [1] C. 90–95, 97–99, [4] C. 87–111, 136. 
 
1 Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость или расходи-
мость последовательности nx (таблица 6). 
Таблица 6 
№ nx  № nx  
1 2 3 4 
1.1 2
sin1 sin 2 sin
2 2 2n
n
+ + +  1.11 2
sin1 sin 2 sin
3 3 3n
n




+ + + +  1.12 2 2 2
2 3 1








cos1 cos 2 cos
2 2 2n
n
+ + +  1.13 
1 1 11
2! 3! !n










  1.14 2 2 2
1 2







cos1! cos 2! cos !















− + − +  
1.6 3 3 3
1 1 11
2 3 n
+ + + +  1.16 
1 1 1





sin1! sin 2! sin !








1 1 1arcsin arcsin arcsin
2 2 2n
+ + +  
1.8 2
cos1! cos 2! cos !




  1.18 
1 1 1
1 5 5 9 (4 3)(4 1)n n
+ + +
⋅ ⋅ − +
  
1.9 2 2 2
1 1 11
2 3 n
+ + + +  1.19 0 1
n
na a q a q+ + + , где ka M< , 
1q <  
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Окончание таблицы 6 
1 2 3 4 
1.10 4 4 4
1 1 11
2 3 n
+ + + +  1.20 
1 1 11
2 3 n
+ + + + 1,k n∀ =  
 
2 Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и огра-
ниченной последовательности, доказать сходимость последовательно-








+ + + +  2.11 
1 1 11 1 1
3 9 3n
    − − −    




2 1 2 2 2n n
+ + +
+ + +
  2.12 2 2 2 2
n корней





2 2 3 2 2nn −
+ + + +
⋅ ⋅ ⋅
  2.13 





⋅ ⋅ ⋅  
2.4 
1 1 11
2 2 3 !n
+ + + +
⋅
  2.14 2
1 1 1




2.5 2 2 2
1 1 1
1 2n n n n
+ + +
+ + +
  2.15 2
2 2 21
10 10 10n
+ + + +  
2.6 
1 1 11 1 1
2 4 2n
    − − −    
    
  2.16 3 3 33 3 3
1 1 1




2.7 3 3 3 3
n корней
+ + + +

 2.17 
1 1 11 1 1
3 9 3n
    + + +    










  2.18 2
1 1 1







+ + + +  2.19 5 5 5 5
n корней





3 1 3 2 3n n
+ + +
+ + +
  2.20 
1 1 11 1 1
2 4 2n
    + + +    
    
  
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3.12 2 0,5n  3 3nn  1 nn  










1 8 1 32n n
 
− − − 
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Окончание таблицы 8 
1 2 3 4 










































































2 10 201 1n
n n
    + − +         
 












3.20 3 8n  2 !n n  84 22 2 2 2
n
⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 
4 Для последовательности nx  найти lim nn
x
→∞




 (таблица 9). 
Таблица 9 
 
№ nx  № nx  
1 2 3 4 
4.1 cos( 3)nπ  5.11 cos( 2)n nπ  















4.3 ( 1)nn −  5.13 ( 1)3
n n−  
4.4 














4.5 cos( 4) ( 1)nnπ + −  5.15 sin( 4) ( 1)nnπ − −  
4.6 1( 1)5
n+−  5.16 ( 1)( 1)
n
n −+  
4.7 sin( 3)nπ  5.17 sin( 4)n nπ  
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Окончание таблицы 9 
1 2 3 4 




− + + − ⋅
+  5.18 
3
3








4.9 ( 1)(2 )
n
n −  5.19 ( 1)n ne −  
4.10 
2(( 1) 1) 1n n n
n
− − + +
 5.20 





Решение типовых примеров 
 
1.19 Пользуясь критерием Коши, установить сходимость или расхо-
димость последовательности  
0 1
n
n nx a a q a q= + + + , где ka M<  1,k n∀ = , 1q < . 
 
Решение. Согласно критерию Коши, последовательность сходится 
тогда и только тогда, когда она фундаментальна, то есть 
0∀ε >  :N N n Nε ε∃ ∈ ∀ ≥  p∀ ∈Ν  n p nx x+ − ≤ ε . 




n p n p n
n n p n p n p nx x a q a q a q
+ + − +
+ + + − +− = + + + ≤  
n pM q +≤ + ( )1 1| | ... | |n n n pM q M q q+ + ++ = + + =  
( )1 1| | 1 | | | |
1 | | 1 | |
















( )1 1 | || |n qq
M





















, получим, что при n∀ ≥ Nε  и p∀ ∈Ν  выполняется 
неравенство n n px x +− ≤ ε .  
Таким образом, последовательность nx  является фундаментальной и, 
согласно критерию Коши, сходится. 
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= + + + + . 
Решение.  Покажем, что данная последовательность не сходится. Для это-
го достаточно показать, что она не удовлетворяет критерию Коши, то есть 
0 0 :∃ε >  N n N∀ ∈Ν ∃ ≥  p∃ ∈Ν : 0n p nx x+ − > ε . 
В нашем случае 
1 1 1 1
1 1n p n
x x p
n p n p n n p+
− = + + + ≥ ⋅
+ + − + +
 . 
Пусть p n= . Тогда получим 2
1
2n n
x x− ≥ . Рассмотрим 0
1
4
ε = . В этом 
случае N n p∀ ∈ ∃ =Ν , , :p p N∈ ≥Ν  2 0n nx x− > ε , т. е. последователь-
ность не является фундаментальной, а значит, и не сходится. 
 
2.20 Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и 
ограниченной последовательности, доказать сходимость последова-
тельности  1 1 11 1 1
2 4 2n n
x     = + + +    
    
 . 











+= + > , 
то nx  – возрастает. 
Покажем, что последовательность ограничена. Учитывая неравенство 
ln( 1)x x+ ≤ , 0x ≥ , имеем:  
1 1 1ln ln 1 ln 1 ln 1
2 4 2n n
x      = + + + + + + <     
     
  
1 1 1 1 1 1
2 4 2 42 2n n
< + + + < + + + + =  





т. е. ln 1nx < . Откуда nx e< . Значит, nx  – монотонна и ограничена. То-
гда, по теореме о сходимости монотонной и ограниченной последова-
тельности, nx сходится. 
 







, в) 84 2lim ( 2 2 2 2)
n
n→∞
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 
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Решение. 




= , то будем иметь 
33 3lim 8 lim 2 lim 2 1n nn
n n n→∞ →∞ →∞
= = = . 
 
Б Если 4,n ≥  то 2 1 2n ≤ . Поэтому при 4n ≥  
32 8 2 2 4 1 32 10













  = 
 







В Так как 
1 1 1 11
2 484 2 2 2
1
2




+ + + −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = = =

  и при 2n >  
221 1 1




        
        = = + − > + − =
        










 = + = =  
∑  
1 1 1
2 2 21 2 1 2 1 2 1n n n
n
n n
     
     = + − + + − > −
     




2 20 2 1n
n
< − < , то, по теореме о предельном переходе в неравен-
ствах,  ( )1 2lim 2 1 0nn→∞ − = , то есть 1 2lim 2 1
n
n→∞
= . Следовательно,  
84 2lim ( 2 2 2 2) 2
n
n→∞
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = . 
4.20 Для последовательности nx =
(3cos( 2) 1) 1n n
n
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Решение. 




= = + , и, значит, 4lim 2kk
x
→∞
= .  




= = − + , и, значит,  
4 1 4 3lim lim 1k kk k
x x+ +
→∞ →∞
= = − .  




= = − + , значит, 4 2lim 4kk
x +
→∞
= − . 
Таким образом, числа 2, 1, 4− −  являются частичными пределами 
данной последовательности. Рассмотренные четыре подпоследователь-
ности { }4kx , { }4 1kx + , { }4 2kx + , { }4 3kx +  составляют вместе всю данную по-
следовательность. Отсюда следует, что других частичных пределов 











Лабораторная работа  3 
Предел функции 
 
Необходимые понятия и теоремы: различные определения предела 
функции, общие свойства предела функции, предел и неравенства, пре-
дел и арифметические операции, предел композиции, критерий Коши 
существования предела, односторонние пределы, бесконечные пределы, 
частичные пределы. 
Литература: [1] C. 163–180, [5] C. 47–72. 
 
1 Для функции ( )y f x= , ( )x D f∈ , заданных a , A  и ιε = ε  найти та-
кое δ  , чтобы для любых ( )x D f∈ , удовлетворяющих условию                    




№ ( )f x  ( )D f  a  A  1ε  2ε  
1 2 3 4 5 6 7 
1.1 2 1x +  R  0 1 0,1 0,001 
1.2 
2x  R  1  0,01 0,001 
  22 
Окончание таблицы 10 
1 2 3 4 5 6 7 
1.3 22 1x −  R  1 1 0,1 0,002 








 1 0,01 0,001 




















 ( 1,1)−   0 1−  0,02 0,002 
1.9 23 2x −  R  1 1 0,3 0,003 
1.10 3x  R  1 1 0,1 0,01 
1.11 3 1x +  R  0 1 0,2 0,01 
1.12 2 1x −  R  1 0 1 0,001 








 1 0,01 0,001 
1.14 cos 2x  (0, )π  
2
π




x +  R  3 4 1 0,0001 






+  (0,1)   0 1 0,1 0,01 
















 (1, 4)   1 3 0,1 0,001 
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2 Пользуясь определением предела по Коши (на языке «ε − δ»), дока-




= (таблица 11). 
Таблица 11 
 
№ ( )f x  ( )D f  a  A  
2.1 2x  R  3 9 
2.2 2x + 1 (1, 2)   1 3 
2.3 3x  (1, 4)   2 6 












 ( 1,1)−   1−  2−  
2.7 2 1x −  R  0 1−  






−  (0, 2)   0 1−  
2.10 100 1x +  R  0 1 




+  R  100 101 
2.13 2100 100x −  (1, 4)   1 0 
2.14 sin 2x  (0, )π  π
4
 1 
2.15 cos 2x  




















 (1, 3)   1 3 




 (0, )+∞  1 1 
2.20 23 1x −  R  1 2 
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3 Используя определение предела функции по Гейне (на языке последо-















 1 3.10 ctg x  ∞  
3.2 sin x  +∞  3.11 sign x  0 


































































































№ 0x  A  № 0x  A  № 0x  A  № 0x  A  
4.1 ∞  b  4.6 a  ∞  4.11 0a +  −∞  4.16 +∞  −∞  
4.2 −∞  b  4.7 0a −  +∞  4.12 0a +  +∞  4.17 +∞  +∞  
4.3 +∞  b  4.8 0a −  −∞  4.13 −∞  −∞  4.18 +∞  ∞  
4.4 a  +∞  4.9 0a −  ∞  4.14 −∞  +∞  4.19 0a −  b  
4.5 a  −∞  4.10 0a +  ∞  4.15 −∞  ∞  4.20 0a +  b  
  25 






  или показать, что эти пре-




, найти его (таблица 14). 
Таблица 14 
 





















































































Примечание – [ ]x – целая часть x . 
 
Решение типовых примеров  








, (1,4)x∈ , 1a = , 3A =  и 1 0,1ε = , 
2 0,001ε =  найти δ , чтобы для любых (1,4)x∈ , удовлетворяющих усло-
вию 0 < x a−  < δ , выполнялось неравенство ( )f x A−  < ε . 
  26 








, (1,4)x∈ , 1a = , 3A = , то  
 
3
21( ) 3 1 3
1
xf x A x x
x
−




( 1)( 1) 1 1 ( 1 1)x x x x x≤ − + + − = − ⋅ + + . 
 
Будем искать нужное δ  среди { }1δ : δ ≤ . Для (1,4)x∈ , удовлетво-
ряющих неравенству 0 1 1x< − ≤ δ ≤ , имеем 0 2x< ≤  и 1 1 4x + + ≤ .               
Поэтому 
( ) 4f x A− < δ . 








δ = . Заметим, что найденные 1iδ ≤ . 
 
2.20. Пользуясь определением предела по Коши (на «языке ε − δ»), 





Решение.  Так как 2( ) 3 1f x x= − , Rx∈ , 1a = , 2A = , то 
2( ) 3 3 3 1 1f x A x x x− = − = − ⋅ + . 
Возьмем 0∀ε >  и будем искать нужное δ  среди { }1δ : δ ≤ . Тогда 
0 1 1x< − < δ ≤  ⇒ 0 2x< ≤ . Поэтому 3 1 9x + ≤  и 
( ) 9f x A− < δ . 
Тогда, если 9δ = ε , то ( )f x A− < ε  для всех ( )x D f∈ и 0 1x< − < δ . По-
этому, положив min 1, ε δ =  
9 
, будем иметь, что 0∀ε >  при 
min 1, ε δ =  
9 
 для ( )x D f∀ ∈  и 0 1x< − < δ  справедливо неравенство  
( ) 2f x − < ε . 






− = .  
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3.18. Используя определение предела функции по Гейне (на языке 











, 1a = . 
Решение. Для последовательности  
11 1nx n
′ = + →
π
, ( ) sin 0nf x n′ = π→ . 






′′ = + →
π
+ π
, а ( ) sin 2 1
2n








                            
не существует.  
 







=  и привести соответствующие приме-
ры, если 0 0x a= + , A b= . 






= 0⇔∀ε >  ∃ )δ = δ(ε  такое, 






= , 0a = , 1b = , 




x x→ + → +
= = . 
 













, 2a = , или показать, что эти пределы не существуют. 




, найти его. 
Решение. Покажем, что не существует 
2 0
1lim sin
2x x→ + −
. Для доказа-
тельства воспользуемся определением предела по Гейне. 
При n →∞  
 






′ = + → +
π
+ π
,       ( ) sin 1
2n
f x π′ = → ; 
 
12 2 0nx n
′′ = + → +
π
,        ( ) sin 0nf x n′′ = π→ . 
Итак, показано, что не существует 
2 0
1lim sin
2x x→ + −
. Аналогично по-
казывается, что не существует 
2 0
1lim sin
2x x→ − −
. Таким образом, показано, 







Лабораторная работа  4 
Замечательные пределы. Вычисление пределов 
 
Необходимые понятия и теоремы: первый и второй замечательные 
пределы, предел и арифметические операции, пределы монотонной 
функции, предел композиции, критерии Коши существования предела. 
Литература: [1] C. 170–180; [2] C. 56–66; [6] C. 98–102, 128–137. 
 










A B C 
a  ( )f x  a  ( )f x  a  ( )f x  
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Продолжение таблицы 15 


































































































































































































































 +∞ 1 1х х− − +  
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Окончание таблицы 15 









































































































2 Используя свойства пределов и первый замечательный предел, вы-










a  ( )f x  a  ( )f x  
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Продолжение таблицы 16 
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Окончание таблицы 16 



































3 Используя свойства пределов, второй замечательный предел и ра-
венства lim ln ( ) ln(lim ( ))
x a x a




















a  ( )f x  a  ( )f x  
1 2 3 4 5 
3.1 0 ( )
1


































 + + 













































3.7 0 1 2x x−  0 2
1
sin(cos ) xx  
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Окончание таблицы 17 


















sin(1 ) xx−  









































































 + + 
 0 ( )
1


















3.17 0 2 1 3x x+  0 ( )
1








 0 ( )
1








 0 ( )2 211 3 sinx x+  
3.20 0 3 1 2x x+  0 ( )
1
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Решение типовых примеров 
 

























А  Приведя к общему знаменателю выражение, стоящее под знаком 
предела, получим 
( )( )21 1 1
2 1 1 1lim lim lim
1 1 1 11x x x
x
x x x xx→ → →

















2 24 23 221 1 1
1
lim lim lim
1 1 1 ... 1x x x
t tx x t t
x t t t t t→ → →
−− −
= = =
















+ + + +
. 
 
В   Домножая числитель и знаменатель функции на сопряженные вы-
ражения, будем иметь: 
1 1
| | 11 3 2 ( 1 3 2)( 1 3 2)lim lim
( 1 3 2) ( | | 1)( | | 1)1x x
xx x x
x x xx→ →
++ − + − + +
= ⋅ =





lim( 1)1 3( 1) 3lim 3










= ⋅ = ⋅ =
−+ + + +
. 












+ = , которые можно доказать, например, по опре-
делению. Можно опереться на равенство 
0 0
lim ( ) lim ( )
x x x x
f x f x
→ →
= , кото-
рое также следует из определения предела. 
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А  Сделаем замену 
6






sin sin6lim lim lim




x t t t
π → →→
π − 
  = = =



















= = = =
−  −  









⋅ ⋅ ⋅ − −
. 
 




= . Действительно, 
sin sin 2 sin cos 2 sin
2 2 2
t a t a t at a t a− + −− = ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ≤ − . 
 
Поэтому для 0∀ε >  
2
ε
∃δ =  такое, что из неравенства  
sin sin
2






Б Сделаем замену 1x t+ = . Тогда 
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( )
1 0 0
sin sin( ) sinlim lim lim 1
sin( 1) sin sinx t t
x t t t
x t t t→− → →
π π − π π





























3.20 Используя свойства пределов, второй замечательный предел и 
равенства lim ln ( ) ln(lim ( ))
x a x a

















+ ; б) ( )
1
0







А  Преобразовывая функцию, будем иметь: 
 
1 1 2
3 3 2 3
0 0 0
lim 1 2 lim(1 2 ) lim(1 2 )
x











lim (1 2 ) 2 lim (1 )x t
x t
x x t t
→ →
   
= + = = = + =   
      
( )1
0











+   
→
+
= = = . 
 






















= =− −  
( )
12sin 2sin /2 2 2sin 2 /2– lim ln lim 1 sin 2sin /2 sin
0 0 – ln 1 .





+  − −⋅ − − → → 
 = = =  
 
Здесь воспользовались равенством из условия, свойствами предела          
и вторым замечательным пределом. 
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Лабораторная работа  5 
Асимптотическое поведение функций.            
Вычисление пределов 
     Необходимое понятие и теоремы: бесконечно малые функции при 
x a→ , сравнение бесконечно малых функций, асимптотические равен-
ства, эквивалентные бесконечно малых, применение асимптотических 
равенств для вычисления пределов. 
     Литература: [1] C. 181−184, 216−218, [2] C.72−77, [6] C. 102−105, 
136−137. 
 
     1 Определить порядок относительно x  бесконечно малой при 0x →  





( )g x  ( )g x  
1 2 3 














+  2 2cosxe x−  
1.4 tg
2
xx π  ln(1 sin )x x+  







1.6 2sinx x  arcsin( 1 1)x+ −  
1.7 2arcsin x  tg sinx x−  
1.8 2 1 1x + −  tgxe x−  
1.9 arcsin(2sin )x  2sinx x  








 2 1xe −  
1.12 3x x−  xe x cos−  
1.13 3 1 1x+ −  1 cos x−  
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Окончание таблицы 18      
1 2 3 
1.14 1 2 1x x+ − −  2ln(1 sin )x+  





1.16 2sinx x  2arcsin( 4 2)x+ −  
1.17 21 cos 2x−  ln(1 sin )x x+  







 2arccos( 1 )x+  
1.20 ln(1 )x+  arcsin(1 cos )x−  
  
2 Для бесконечно малых при x a→  (при 0x a→ + ) функций ( )f x  и 
( )g x  выяснить, какие из следующих соотношений верны: 
1) ( ) ( ( ))f x O g x= ; 2) ( ) ( ( ))g x O f x= ; 3) ( ) ( ( ))f x o g x= ; 4) ( ) ( ( ))g x o f x= ; 




№ a ( )f x  ( )g x  
1 2 3 4 
2.1 0 sin x  arcsin x  
2.2 1 tg xπ  1x −  
2.3 0 ln(1 sin )x+  1 cos x−  




2.5 0 arcsin x  x  







 ln(1 )x+  
2.8 1 2 1xe −  2sin x  
2.9 0 sin 1xe −  ln(1 )x−  
     
  39 
 Окончание таблицы 19 





 sin x  
2.11 1 cos
2
xπ  sin( 1)x −  
2.12 0 2ln(1 )x+  2x  




2.14 0 2arctgx x  3sin x  
2.15 1 1arccosx x−  3( 1)x −  

































 1 cos x−  
 




, используя принцип эквивалентности беско-






( )f x  ( )f x  
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Продолжение таблицы 20 











































































































































































3.15 0 4 5
cos6 cos 2
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Окончание таблицы 20 
1 2 3 4 
3.17 0 
3 1





















































Решение типовых примеров 
 
     1.20 Определить порядок относительно x бесконечно малой при               
x→ 0 + 0  функции: 
     а) ( ) ln(1 )g x x= + ; б) ( ) arcsin(1 cos )g x x= − . 
      
Решение  
A  Возьмем функцию 
1
2( )f x x= . Поскольку 
0 0 0 0 0 0
( ) ln(1 ) ln(1 )lim lim lim 1
( )x x t
g x x tx t
f x tx→ + → + → +
+ + = = = = =  , 
то порядок бесконечно малой функции ( )g x  равен 1
2
. 
Б  Полагаем 2( )f x x= . Тогда 
 
2 22
2 20 0 0
2sinarcsin 2sin






tf x x x x→ → →





20 0 02 2





t tt→ → →
= =  
 
Вычислим отдельно каждый из полученных пределов: 






arcsin arcsinlim lim sin lim 1
sint u x
t u xu t u x
u xt→ → →
 = = = = = = =  , 
2
0 02






t t t→ →= ⋅ =  
 







= , т. е. порядок ( )g x  равен 2. 
 









, ( ) 1– cosg x x=  
 
выяснить какие из соотношений 1) – 6) верны (смотри задание 2). 
      
Решение. Покажем, что: 
 
0 0 0 0 0 0 0 0
( ) 1 cos 1 coslim lim lim lim 01 1( ) arccos arccos
1 1
x x x x
g x x x x
x xf x x
x x
→ + → + → + → +
− −







0 0 0 0
2 sin













1 1 coslim lim1 1 cosarccos
1 1 cos
x t
x ttx x t
x t txx t
→ + →
−  −= + += = = − − =
+  + 
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2
20 0
2sin1 12lim lim 2 0 0


















=  согласно определению следует, что 
( ) ( ( ))g x o f x= , т. е. верно 4) и не выполняются соотношения 1), 3), 5), 6). 
Из 4) следует справедливость 2), так как из ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))g x o f x g x O f x= ⇒ = . 








, используя принцип эквивалентности бес-
конечно малых: 






     
 Решение.  
А  Применяя преобразование функции, получим 
 
1 11 1 0 1
ln(2 ) ln(1 ( 1)) 1 1 ln(1 ( 1)) 1lim lim lim lim
1 2 12 2 2(2 1) 2 1x x xx x x x
x x x x xI
x x− −→ → → →
− − − − − − −
= = =
− −− − −
. 
 
Так как ln(1 )t+  t , 2 1t −  ln 2t ⋅  при 0t → , то, согласно принципу экви-
валентности бесконечно малых,  
 
1 1
1 ( 1) 1 1lim lim .








Б  Преобразовывая функцию, получим 
 
1 1 1
arcsin( 1) arcsin( 1) 1lim lim lim
ln 1 ln(1 ( 1))x x x
x x xI






Так как arcsin t t , ln(1 )t t+   при 0t → , то 
 
1 1
1 ( 1)lim lim 1
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